
Prodotto scalare

Il prodotto scalare standard (o euclideo) tra due vettori in Rn è:

⟨v, u⟩ = v · u = vtu =

n∑
i=1

viui = ∥v∥ ∥u∥ cos θ

In generale, un prodotto scalare su Rn è una funzione che rispetta tre proprietà:

(1) v · w = w · v;

(2) fissato v, w 7→ v · w è lineare (lo stesso vale se si fissa w);

(3) v · v ≥ 0 e v · v = 0 ⇐⇒ v = 0.

La proprietà (2) implica, per esempio, che

λv · w = λ(v · w) e v · (w + w′) = (v · w) + (v · w′).

Dimostrazione dell’equivalenza delle definizioni

In R2:

v · e1 = ∥v∥ · 1 · cos θ1 = a1 v · e2 = ∥v∥ · 1 · cos θ2 = a2

ma a1 e a2 sono le proiezioni di v su e1 e e2, quindi v = a1e1 + a2e2 e analoga-
mente w = b1e1 + b2e2. Di conseguenza:

v · w = (a1e1 + a2e2) · w = a1(e1 · w) + a2(e2 · w) = a1b1 + a2b2.


