Autovettori e indipendenza lineare (e corollari)

Se A1, ..., A, sono autovalori distinti di f: V — V e v; € un vettore associato
a A;, allora vq,...,v, sono linearmente indipendenti.
Corollari

1. ci sono un numero finito di autovalori distinti (perché dim V' < o0o);
2. f & diagonalizzabile <= dim(Vy,) +--- + dim(Vy,) = dim(V);
3. n =dim(V) = f diagonalizzabile. Non vale il contrario, per esempio

id & diagonalizzabile ma ha un unico autovalore (1).

Dimostrazione
Dimostriamo ayvy + -+ + apv, =0 = a1 = a,, = 0 per induzione:
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inoltre
@1 Ap4+101 + -+ A p1An1Un+1 = 0,
quindi:
ar(A = Ang1)vr + -+ Qg1 (Angr — Ang1)Vngr =0
e poiché vy, ..., v, sono indipendenti per ipotesi induttiva,

O‘i(An—i-l — )\z) = 0

che e vero solo se a; = 0, visto che gli autovalori sono distinti. v,4; # 0
quindi anche a1 = 0.

Del secondo corollario:  consideriamo una base B; dell’autospazio Vj,.
B =, B; ¢ un insieme di vettori linearmente indipendenti per il teorema so-
pra, e dal momento che f & diagonalizzabile se e solo se ammette una base di
autovettori, & diagonalizzabile se e solo se |B| = dim(V).



