Formula di Grassmann
Se U e W sono sottospazi di V e dim(V') # oo, allora

dim(U + W) = dim(U) + dim(W) — dim(U N W).

Dimostrazione

Sia  {v1,...,vx} una base di U n W. Si  completa a base
{v1,... 05, u1,...,ust di U e {v1,...,05,w1,...,w;} di W. Dimostriamo
che {v1,..., 05, U1, ..., Us, W1, ..., w¢} & una base di U + W

generano U + W:
cU+W
—~
utw = (aqvy + - + apog + Brur + -+ Bsus) + (vr + -+ Yok + Srwy + - - 4 dsws)
= (aam)vr + - + (o +)vk + Prur + - - - + Bsus + d1wr + -+ - + dsws
€ Span(...)

sono linearmente indipendenti:

a1vy + -+ agug + Brun 4 L Bt + yiwy 4 -+ -+ vwy = Oy,
veUNW uelU weW

ovvero w = —(v + u), ma poicht v e U ev+u € U, alloraw e UNW e
si puo scrivere:
w = 0101 + - + Opvg.

quindi, eguagliando i due modi di scrivere w,

—01v1 — = OpUg + N1w1 + -+ Ywe = Oy
Essendo wv4,...,vg, wy,...,ws; una base di W, allora tutti i coefficienti
devono essere 0, in particolare 73 =--- =7 =0e w = Oy.
Utilizzando l'uguaglianza di prima, otteniamo che v + v = 0y, quindi
u = —v e si puo ripetere lo stesso procedimento per verificare che anche
a1==ap=pi= = =0,
Concludiamo:

dim(U+W)=k+s+t=(k+s)+(k+t)— (k)
—— ~— ~—
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