Dimensione e applicazioni lineari

Siano V' e W spazi vettoriali di dimensione finita e f : V' — W lineare, allora

dim(V) = dim(Im(f)) + dim(ker(f)).

Dimostrazione
Sia {wi,...,wp} una base di Im(f) e {vy,..
Per definizione di immagine, Vi € {1,...,h} Ju; € V. f(u;) = w;.
.,up} € una base di V, allora

., vkt di ker(f).

Se {v1,..., vk, u1,..
dim(V) = k + h = dim(Im(f)) + dim(ker(f))

e il teorema ¢ dimostrato.

co, 0, B1,. .., By tali che

linearmente indipendenti siano a;,
ayvy + -+ agpvr + Brug + -+ -+ Brup, = Oy
allora f(...) = f(Oy) = Ow perché f & lineare.

D =aif(v) + ot agf(or) + Bif(ur) + -+ Bnf(un)
= frwy + -+ + Brwp (f(vi) =0v e f(u;) = w;)
:>61=:6h20 (wl,...,whl.i.)

..

Segue che ayvy +- - -+ agvg = 0y, ma vy, ..., v sono linearmente indipen-
denti quindi oy = -+ = o = 0.
generano V Span(...) C V ¢ ovvio. Dimostriamo che v € V' & contenuto in

Span(...): f(v) € Im(f),
f(v) = arwr + -+ + apwp

base arf(ur) + -+ anf(un)

lin.
floaur + -+ + apup)
aquy + -+ apup) — f(v)

II1E

= Ow = f(
= f( arur + -+ +apup —v )
€ ker(f) con coord. Bi,..., Bh
quindi
aiuy + - apup — v = Brur 4o+ Brug
ey Upy VT e ey Uk b

e v & combinazione lineare di {uy,.



